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ЭФФЕКТИВНЫЕ ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ФОНДЫ 
И ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ МАЛОГО 

ПРЕДПРИНИМАТЕЛЬСТВА РЕГИОНОВ 1

Статья посвящена развитию и новому применению предложенной ранее математической мо-
дели формирования «эффективных фондов», под которыми понимается часть основных производ-
ственных фондов макроэкономического объекта (отрасли, сектора, региона, страны), используе-
мых в актуальных условиях рыночной экономики. Исходными данными для модели являются валовой 
выпуск, производственные инвестиции и трудовые затраты. Модель использует макроэкономиче-
скую производственную функцию и уравнение динамики эффективных фондов, отражающее про-
цесс освоения инвестиций и амортизации фондов. На основе этой модели ставится задача одно-
временной оценки параметров производственной функции и реконструкции эффективных фондов. 
Данная задача повышает адекватность метода производственной функции, предполагающего ра-
циональность используемых факторов производства, и решает новую проблему — количественную 
оценку эффективных фондов. Усложнение содержательной проблемы ведет к усложнению вычис-
лительного процесса. Последнее преодолевается на основе привлечения дополнительной информа-
ции, отражающей специфику конкретного объекта. В данной работе это делается для нового объ-
екта, охватываемого новым методом экономического анализа, — малого предпринимательства. 
Особенностью этого сектора региональной и национальной экономик является нечеткость поня-
тия производственных фондов и, соответственно, отсутствие их регулярного и надежного стати-
стического учета. Данный сектор представлен в документах Росстата, доступных для исследова-
телей и аналитиков, погодовыми показателями оборота, инвестиций в основной капитал и сред-
ней численности работников. Для оценки производственных фондов малого предпринимательства 
предлагается использовать показатель эффективных фондов. Уточненный метод одновременной 
оценки эффективных фондов и построения производственной функции применен для сектора «юри-
дические лица малого предпринимательства» экономик Приволжского и Уральского федеральных 
округов на промежутке 2005–2014 гг. 
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Введение

Малое предпринимательство (МП) является 
объектом усиленного внимания правительства 
РФ ввиду его недостаточного развития по срав-
нению с малым предпринимательством пере-
довых экономик (США, Китай и др.), где доля 
валовой продукции МП в ВВП составляет 50–
80 %. В экономике России эта доля в послед-
ние годы оценивается около 12–13 %, и прави-
тельство этим очень озабочено 2. Особенностью 

1 © Горбунов В. К., Львов А. Г. Текст. 2018.
2 Межстрановые экономические сопоставления весьма 
условны из-за различий в определениях отраслей и рас-
чётах макроэкономических характеристик. (См. сайты 
Росстата: http://www.gks.ru/dbscripts/cbsd/DBInet.
cgi?pl=1163082 (дата обращения 1.08.2017) и МСП Банка 

этого сектора национальной и региональной 
экономик, в частности, является то, что здесь 
производственные фонды не имеют объектив-
ного агрегированного показателя количества 
(стоимости). Здесь часто используются поме-
щения, машины и оборудование личного поль-
зования, поэтому показатель «производствен-
ные фонды» не является показателем регу-
лярной отчетности этого сектора. При этом 
возникает проблема оценки стоимости про-
изводственных фондов МП как сектора эконо-
мики. Эта проблема важна для оценки произ-
водственного потенциала этого перспектив-
ного сектора и использования для его анализа 

https://www.mspbank.ru/userfiles/2015EU.pdf (дата обраще-
ния 1.08.2017).
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метода производственных функций (ПФ), вос-
ходящего к классической работе 1928 г. Чарлза 
Кобба и Пола Дугласа [1], до настоящего вре-
мени наиболее цитируемой в экономической 
литературе. Отметим две работы Р. Солоу и со-
авторов [2, 3], также имеющие большое значе-
ние для развития метода ПФ. С 1960-х годов 
этот метод стал развиваться в СССР [4, 5].

Основными факторами производства в ме-
тоде ПФ являются труд и производственный 
капитал (далее также — капитал) под которым 
понимается агрегированная стоимость основ-
ных производственных фондов. Однако этот 
показатель плохо определяется из-за трудно-
стей приведения различных компонент фон-
дов сложного объекта к общим ценам, оценки 
степени их износа, а также из-за типичной не-
полноты загрузки производственных фондов в 
рыночной экономике.

Трудности оценки производственного ка-
питала давно вызывали скепсис относительно 
этого понятия и метода ПФ у ряда известных 
западных экономистов, исповедующих мето-
дологический индивидуализм [6–8]. Эти ав-
торы считают необходимым начинать постро-
ение экономических теорий с элементарных 
«агентов» — индивидов-потребителей и эле-
ментарных фирм. Агенты постулируются (без 
необходимой в науке верификации) независи-
мыми и рациональными, максимизирующими 
полезность или прибыль, и процедуры агреги-
рования (функций спроса покупателей и ПФ 
«фирм») необходимо проводить, согласно этой 
методологии, только на основе соответствую-
щих микроэкономических объектов. Основные 
моменты проблемы агрегирования ПФ пред-
ставлены в обзорной статье [9].

Известно, что редукционистский метод за-
вел неоклассическую теорию в тупик, и суще-
ствует альтернативный — системный, или хо-
листический, подход к построению теорий 
спроса и производства. Несмотря на затянув-
шуюся теоретическую дискуссию об эконо-
мической легитимности понятия «производ-
ственный капитал», метод ПФ состоялся как 
инструмент практического экономического 
анализа (см., в частности, современные работы 
[10–19]), однако не всегда применяется коррек-
тно. Отметим работу [17], авторы которой раз-
рабатывают статистический вариант агрегиро-
вания, удовлетворяющий искусственные тре-
бованиям неоклассического редукционизма. 
Можно согласиться с технической целесообраз-
ностью этого метода агрегирования в случае, 
когда система (экономика страны) имеет есте-
ственное разбиение (регионы, отрасли) и для 

ее подсистем построены соответствующие ПФ 
одного параметрического класса. Двухэтапное 
моделирование сложного объекта (при нали-
чии соответствующей информации) может по-
высить его адекватность.

Производственные функции реальных объ-
ектов конструируются как математические мо-
дели, подлежащие идентификации по стати-
стическим данным о значениях факторов, ис-
пользуемых по предположению, рационально, 
и выпуска. Основной фактор — капитал — ста-
тистика представляет как балансовые фонды, 
которые часто весьма условно представляют 
реальный производственный потенциал, осо-
бенно России и других бывших соцстран. На это 
несоответствие обратили внимание ряд авто-
ров, начиная с конца 1990-х гг., из которых от-
метим работы [12–15]. В работе В. А. Бессонова 
[12] предложено строить инвестиционные ПФ 
вместо стандартных капитальных ПФ, где один 
из главных факторов — капитал и идентифи-
кация проводится по статистике балансовых 
фондов (наряду с другими данными). При этом 
новый фактор «инвестиции» просто замещает 
капитал. Мотивация такой замены: инвести-
ции, в отличие от балансовых фондов, отра-
жаю рыночную конъюнктуру. Это убедительно, 
но инвестиции непосредственно не отражают 
процесс формирования основных фондов и 
их амортизации. При отсутствии инвестиций 
производство может продолжаться за счет на-
копленных фондов.

Отсутствие регулярных оценок стоимости 
производственного капитала в малом пред-
принимательстве стимулировало некоторых 
исследователей строить инвестиционные ПФ 
для этого сектор. В работе Сюань Ян [22] по-
строены линейные инвестиционные ПФ для 
МП России (для Китая учитывались факторы 
«налоги» и «стоимость имущества»).

Отметим также, что в печати появились 
ошибочные работы по применению метода 
пространственной регрессии, оправданного в 
биологических исследованиях, для построения 
универсальной инвестиционной ПФ МП (лю-
бого!) региона России по одногодичному или 
панельному набору данных регионов страны, 
несмотря на существенное различие условий и 
видов деятельности в них (см. ссылки и анализ 
этого метода в [23]).

В статье И. Б. Воскобойникова [15, с. 6] вве-
дено понятие «эффективные основные фонды» 
под которыми понимается «часть балансовых 
основных производственных фондов, реально 
участвующих в создании продукции, вос-
требованной рынком». Он ввел это понятие,  
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изучая проблему переоценки основных фондов 
России в период «трансформационного спада» 
1990–2002 гг. Опуская подробное описание ме-
тодики Воскобойникова оценки стоимости эф-
фективных фондов, отметим ее специфичность 
как метода исследования экономики России в 
период перехода от плана к рынку. Автор по-
строил ПФ Кобба — Дугласа [1] Y = A · K bL 1 - b 
по данным централизованной плановой эко-
номики РСФСР 1960–1989 гг. и применил ее 
для прогноза значений капитала K на периоде 
1991–1994 гг. уже в качестве стоимости эффек-
тивных фондов (ЭФ) в описанном ранее значе-
нии. Однако 1991 г. стал началом разрушения 
экономики СССР, в основном самодостаточ-
ной и рационально спланированной системы 
с единым рынком. После 1991 г. экономика РФ 
была уже принципиально другой, децентрали-
зованной и переориентированной на мировой 
рынок основных потребителей природных ре-
сурсов как его сырьевой придаток, с новыми 
— мировыми — ценами, складывающимися на 
биржах этого рынка. Использование производ-
ственной функции одной страны для анализа 
экономики другой страны вряд ли можно счи-
тать обоснованным.

Отметим работу А. А. Афанасьева и 
О. С. Пономаревой [16], в которой авторы при-
менили стандартную эконометрическую тех-
нику для построения ПФ Кобба — Дугласа для 
ВВП России на промежутке 1990–2012 гг., ис-
пользуя оценки степени загрузки производ-
ственных мощностей.

Такие оценки вряд ли могут быть надеж-
ными для экономики страны, они редко отра-
жаются статистикой.

В нашей статье [18] предложен метод оценки 
стоимости эффективных фондов (ЭФ), форми-
руемых в процессе освоения производственных 
инвестиций, с одновременным построением 
капитальной ПФ по данным о погодовых про-
изводственных инвестициях, затратах труда и 
валовом выпуске объекта на промежутке его 
наблюдения. Идентификация математической 
модели такой проблемы существенно сложнее 
стандартной задачи построения ПФ на основе 
данных о балансовых фондах, что является 
естественной платой за повышение адекватно-
сти получаемой ПФ. Капитальный фактор та-
кой функции — стоимость ЭФ — соответствует 
принципу рациональности использования про-
изводственных факторов. В качестве метода 
решения задачи идентификации был предло-
жен специальный вариант метода продолже-
ния по параметру, известный для решения си-
стем нелинейных уравнений [20, 21].

Метод одновременной оценки ЭФ и по-
строения ПФ объекта получил некоторое ал-
горитмическое и модельное развитие в статье 
В. К. Горбунова и В. П. Крылова [19] и был при-
менен для анализа экономик Приволжского и 
Уральского федеральных округов.

В работе Домса [10] был представлен близ-
кий метод построения ПФ по данным об ин-
вестициях, основанный на панельном ме-
тоде наименьших квадратов для группы ста-
лелитейных заводов, использующих одина-
ковую технологию. Однако в этой работе нет 
описания алгоритма решения этой задачи. 
Монография Хакмана [11], охватывающая ши-
рокий круг экономико-математического ана-
лиза реальных производственных проблем ме-
тодом ПФ, работ по оценке ЭФ не отражает. 

Оценка ЭФ и построение стандартных «ка-
питальных» ПФ могут быть выполнены для ос-
новной части субъектов МП — юридических 
лиц (без индивидуальных предпринимате-
лей, деятельность которых не отражается офи-
циальной статистикой). Состояние этой ча-
сти сектора МП регионов России представля-
ется годовыми показателями оборота, произ-
водственных инвестиций и средних трудовых 
затрат (численностей занятых). Под оборо-
том в МП понимается стоимость реализован-
ной продукции, и этот показатель в рамках ме-
тода ПФ эквивалентен показателям ВНП или 
ВРП, использованным в [18, 19] в задачах ре-
конструкции ЭФ-ПФ экономик России и ее ре-
гионов. Соответственно, эта задача может ре-
шаться и для сектора «юридические лица МП» 
(ЮМП) территориальных образований — горо-
дов, регионов, страны. 

В данной статье метод [18] одновременной 
реконструкции ЭФ и ПФ и задача ее идентифи-
кации применяются для анализа нового класса 
объектов ЮМП и развиваются для учета отме-
ченных особенностей. Метод применен для 
ЮМП Приволжского и Уральского федераль-
ных округов, экономики которых исследованы 
в [19] в целом.

1. Производственные функции  
в экономическом анализе

1.1. Напомним кратко понятие производ-
ственной функции и возможности использо-
вания производственной функции как инстру-
мента практического экономического анализа. 
Согласно [1–5], ПФ являются функциональными 
моделями достаточно крупных производствен-
ных объектов. Эти функции представляют ги-
потетические зависимости валового выпуска 
от затрат учитываемых факторов, используе-
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мых рационально (относительно уровня квали-
фикации персонала объекта). Соответственно, 
при построении ПФ в качестве фактора «капи-
тал» должны использоваться эффективные, а 
не балансовые фонды, плохо определяемые и 
не всегда загруженные. Задачей ПФ является 
аппроксимация таблично заданной (как ста-
тистика показателей) зависимости выпуска от 
затрат факторов, отвечающая заданным ана-
литическим свойствам, приведенным ниже. 
Аналитический потенциал метода ПФ опреде-
ляется, прежде всего, возможностью исследова-
ния альтернативных процессов развития объ-
екта, в частности, замещения факторов [3].

Рассмотрим двухфакторные функции неко-
торого параметрического класса

Y = F (K, L; w).                          (1)

Здесь Y — валовой выпуск моделируемого 
объекта за определенное время, K — эффек-
тивные производственные фонды, L — труд, и 
вектор w = (w1, …, wp) представляет параметры 
данного класса ПФ. Параметры выбираются из 
некоторого множества W пространства пара-
метров. Валовой выпуск Y и фонды K измеря-
ются стоимостью, и труд L — стоимостью (со-
вокупной зарплатой) или численностью. ПФ с 
содержательными переменными называются 
производственными функциями в абсолютной 
форме [19].

При рассмотрении теоретических вопросов 
зависимость ПФ от параметров w не выделя-
ется: Y = F(K, L). Функция F(K, L) предполагается 
монотонно возрастающей и квазивогнутой 1 в 
некотором подмножестве (экономической об-
ласти) множества {K ≥ 0, L ≥ 0}. Для макроэконо-
мических ПФ (стран, регионов, секторов) есте-
ственно также предположение о дифференци-
руемости, позволяющее представлять предель-
ные характеристики производства. 

Далее, как и в [19], будем использовать ха-
рактеристики производства: фондоотдача Y/K, 
производительность труда Y/L, а также диф-
ференциальные характеристики, вычислен-
ные по функции F(K, L): предельные фондоот-
дача ∂F(K, L) / ∂K и производительность труда 
∂F(K, L) / ∂L, факторные эластичности

( , ) ln ( , ): ,
lnK

F K L Y F K L
K K K

∂ ∂
ε = ≡

∂ ∂

( , ) ln ( , ): .
lnL

F K L Y F K L
L L K

∂ ∂
ε = ≡

∂ ∂
            (2)

1 Квазивогнутость функции F(K, L) означает, что верхние 
множества уровней c {K ≥ 0, L ≥ 0: F(K, L) ≥ c} выпуклые.

Сумма µKL = εK + εL является эластичностью 
производства по масштабу [8].

Процесс замещения труда капиталом (при 
F(K, L) = const) характеризуется предельной 
нормой замещения

( ) ( ) ( ), ,
, :LK

F K L F K L dK
S K L

L K dL

∂ ∂
≡ = -

∂ ∂
     (3)

и эластичностью замещения

( )
( ) ( )ln

, : ,
ln

LK
LK

LK LK

K Kd ddSL LK L
K S d S

L
s = =

F(K, L) = const.                         (4)
Ввиду сложности задачи одновременной 

оценки ЭФ и параметров ПФ, рассматриваемой 
в следующем разделе, используются только 
два класса капитальных ПФ: функции Кобба 
— Дугласа

AK aL b                                (5)

с параметрами функций w = (A, a, b) > 0, и 
функции постоянной эластичности замеще-
ния (ПЭЗ), предложенной и апробированной в 
классической работе [3]:

( )( )1A K L
-µ ρ-ρ -ρν + -ν                  (6)

с параметрами w = (A, v, ρ, µ). Эти параметры 
должны соответствовать условиям (A, µ) > 0, 
-1 ≤ ρ ≠ 0, 0 < v < 1. При указанных ограниче-
ниях обеспечивается возрастание и квазивог-
нутость функций (5) и (6) во всем неотрица-
тельном ортанте аргументов (K, L).

Функция КД (5) положительно однород-
ная степени µ = a + b, и эта степень представ-
ляет также эластичность производства относи-
тельно масштаба затрат. Степени a и b пред-
ставляют факторные эластичности производ-
ства (2), и эластичность замещения (4) равна 
s = 1. Независимость этих характеристик отно-
сительно режимов работы, определяемых пе-
ременными затрат факторов (K, L), является 
существенным упрощением.

Функция ПЭЗ (6) также положительно од-
нородная степени m. Эта степень представляет, 
как и в случае функции Кобба — Дугласа, эла-
стичность производства относительно мас-
штаба. Здесь факторные эластичности (2) уже 
не постоянные, и эластичность замещения 
равна s = 1/(1 + ρ). Эластичность замещения 
положительна при ρ > -1. Известна предель-
ная при ρ → 0 связь параметров функций ПЭЗ 
и Кобба — Дугласа:

a = mv, b = m(1 - v).                    (7)
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1.2. Переменные (Y, K, L) имеют обычно раз-
ные числовые порядки, и это осложняет вычис-
лительный процесс построения ПФ. Это ослож-
нение преодолевается переходом к индексной 
форме ПФ. Индексная форма функций (1) — это 
аналогичная по спецификации функция (с дру-
гими параметрами ω) 

υ = F (κ, λ; ω),                         (8)

связывающая простые индексы соответствую-
щих показателей — отношения их произволь-
ных значений (Y, K, L) к фиксированным (базо-
вым) значениям (Y0, K0, L0):

0

,Y
Y

υ =  
0

,K
K

κ =  
0

.L
L

λ =                 (9)

Все индексы (9) имеют порядок единица.
После оценки параметров ω индексной ПФ 

(8) нужно вернуться к абсолютным перемен-
ным и соответствующим параметрам w. Связь 
этих параметров определяется структурным 
анализом равенства

F(K, L; w) = Y0F(κ, l; ω),             (10)

вытекающего из равенства Y = Y0υ. Для функ-
ции Кобба — Дугласа (6) индексная форма 
имеет вид

υ = aκ al b,                             (11)

где ω = (a, a, b), и множитель a связан с множи-
телем A в (5) равенством 

0

0 0

,
Y a

A
K La b

=                              (12)

Для функции ПЭЗ (6) индексная форма

( )( )1 ,a
-µ ρ-ρ -ρ′ ′υ = ν κ + -ν λ             (13)

и новые множители (a, v ′) связаны с (A, v) в (6) 
равенствами

( )( )
0

0 0

,
1 '

Y a
A

K L
µ ρρ ρ

=
′ν + -ν

 
( )

0

0 0

.
1
K

K L

ρ

ρ ρ

′ν
ν =

′ ′ν + -ν
  (14)

Получение оценок параметров индексных 
функций (11) и (13), позволяет восстановить 
по равенствам (12) и (14) остальные параме-
тры абсолютных функций (5) и (6). Это позво-
ляет вычислять характеристики производства, 
зависящие от уровней использования факто-
ров (K, L).

2. Построение ПФ МП с реконструкцией 
эффективных фондов

2.1. Базовая модель. Статистика деятельно-
сти юридических лиц малого предпринима-
тельства содержит данные о выпуске (оборот 

предприятий) Yt и о производственных инве-
стициях It за период времени t (обычно год), и 
о затратах труда Lt (средних за период):

{ }, , : 0, .t t tY I L t T=                    (15)

Метод [18] реконструкции ЭФ-ПФ, то есть 
оценки ЭФ и построения капитальной функ-
ции (1) по данным (15), основан на использо-
вании уравнения динамики производствен-
ного капитала, отражающего процесс освоения 
инвестиций и амортизацию фондов. Процесс 
освоения в общем случае учитывается введе-
нием временного лага, но для малого предпри-
нимательства инвестиции обычно расходу-
ются на закупку оборудования и строительство 
простых объектов. Поэтому лагом здесь можно 
пренебречь. Вариант модели [19] с введением 
коэффициента реализуемости инвестиций мы 
считаем неактуальным для МП, и динамику на-
копления ЭФ Kt (стоимость на конец периода t) 
здесь можно описать простейшим уравнением 
макроэкономической динамики с коэффици-
ентами амортизации 1 mt:

Kt = (1 - mt - 1)Kt - 1 + It, t = 1, T.         (16) 

Для определения величин {K1, …, KT} со-
гласно (16) следует задать начальное значение 
эффективного капитала K0. Таким образом, ди-
намика капитала определяется значениями 
инвестиций {I1, …, IT}, коэффициентами амор-
тизации mt и неизвестным начальным капита-
лом K0.

Параметры w модели (1), (16) должны оце-
ниваться вместе с K0 из условия достаточно хо-
рошего согласования расчетных значений вы-
пуска F(Kt, Lt; w) с приближенно заданными 
фактическими значениями Yt:

Yt ≃ F(Kt, Lt; w), t = 0, T.              (17)

Таким образом, соотношения (16) и (17) яв-
ляются математической моделью реконструк-
ции ЭФ-ПФ. Идентификация такой модели 
сводится к оценке параметров z = (w1, …, wp, K0), 
удовлетворяющих ограничения 

w ∈ W, K0 > 0,                       (18)

где множество W соответствует классу функ-
ций (1).

Основным методом решения задач иденти-
фикации математического моделирования яв-
ляется метод наименьших квадратов (МНК). 

1 Амортизация mtKt, начисленная по видам экономической 
деятельности и всей экономики, но без субъектов МП, пу-
бликуется Росстатом ежегодно (http://www.gks.ru/wps/
wcm/connect/rosstat_main/rosstat/ru/statistics/enterprise/
fund).
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Для модели (16), (17) оценка параметров ẑ 
определяется как минимум функции

2

0

( ) ( , ; )
T

t t t
t

z Y F K L w
=

ϕ = -  ∑            (19)

при условиях (16) и (18). 
2.2. Регуляризация. Опыт решения задач 

минимизации функции (19) при условиях 
вида (16) и (18) выявил ее плохую обуслов-
ленность. Плохая обусловленность экстре-
мальной задачи означает, что экстремум ее 
функционала, обычно определяемый прибли-
женно, слабо зависит от аргументов при их из-
менении некоторым согласованным образом. 
Такие задачи относятся к классу некорректно 
поставленных задач и требуют некоторой ре-
гуляризации (см. [24]). Регуляризация заклю-
чается в дополнении условий задачи с целью 
стабилизации получаемого решения. Такие 
условия вводятся на основе экспертной ин-
формации об искомом решении. Рассмотрим 
два варианта введения дополнительной 
информации.

В первом варианте предполагается, что из-
вестна некоторая оценка начальных балансо-
вых фондов K̂0. Однако учитывая то, что в ма-
лом предпринимательстве показатель стоимо-
сти производственных фондов не имеет чет-
кого определения и отражается официальной 
статистикой косвенно, на основе нерегуляр-
ных обследований и без строгого контроля, не 
следует считать, что значение K̂0 представляет 
эффективные фонды, то есть

K0 =  K̂0.                              (20)

Вместо условия (20) следует добавлять 
«штраф» за его нарушение

2

0 0 0 0
ˆ ˆ( , )K K K K Ω = -                 (21)

в минимизируемый функционал (19) с некото-
рым весом t:

0 0 0
ˆ ˆˆ ( , ) ( ) ( , ).z K z K KtΦ = ϕ + tΩ          (22)

Выражение (22) называется функционалом 
Тихонова, и вместо минимизации функцио-
нала (19) при условиях (16), (18), (20) решается 
задача минимизации (22) при условиях (16) и 
(18). Штрафной коэффициент τ подбирается 
эвристически, с целью достижения малых зна-
чений основного функционала (19) и «штрафа» 
(21) нарушения условия (20).

Второй вариант регуляризации задачи 
ЭФ-ПФ заключается в наложении условия на 
темп изменения фондовооруженности труда, 
который будем считать на данном пери-

оде постоянным и равным c. Это значит, что 
Kt + 1/Lt + 1 = c(Kt /Lt), соответственно,

0

0

.TT

T

KK
c

L L
=                            (23)

Коэффициент c является экспертным и не 
имеет строгого значения. Тогда, по аналогии с 
первым вариантом регуляризации, штрафной 
функционал будет

2

0
0

0

( , ) ,TT

T

KK
K c c

L L
 

Ω = - 
 

              (24)

и функционал Тихонова —

0( , ) ( ) ( , ).z c z K ctΦ = ϕ + tΩ             (25)

Вторая регуляризованная задача ЭФ-ПФ за-
ключается в минимизации функционала (25) 
при условиях (16) и (18). 

Важной дополнительной информацией 
для построения макроэкономических ПФ яв-
ляются типичные значения факторных эла-
стичностей капитала и труда (2), соответству-
ющие национальным экономикам развитых 
стран последних десятилетий. Эта тема затро-
нута в работе В. Бессонова [13], где приведены 
[3, с. 547] «стандартные» значения εK = 0.3 и 
εL = 0.7, а также даны ссылки на зарубежные ра-
боты, представляющие соответствующие ста-
тистические примеры. Эти значения можно 
учитывать как некоторые ориентиры, также 
учитывая специфику исследуемого сектора 
экономики.

2.3. Индексная форма. Опишем переход к ин-
дексной форме задачи реконструкции ЭФ-ПФ 
для второй регуляризованной задачи ЭФ-ПФ, 
оказавшейся более эффективной.

Уравнение динамики капитала (16) следует 
разделить на начальное значение K0 и ввести 
приведенные инвестиции ι (йота):

0

.t
t

I
K

ι =

При этом получим уравнение в индексной 
форме:

( )1 11 , 1, .t t t tm t T- -κ = - κ + ι =           (26)

Терминальное условие (23) в индексной 
форме примет вид kT = cT lT, и функционалы 
(19) и (24), соответственно,

( ) ( )
2

0

, ; ,
T

t t t
t

F
=

 ψ ς = υ - κ λ ω ∑
2

( , ) ,T
T Tc c ω ς = κ - λ                   (27)
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где ς = (ω1, ..., ωp, K0) — новые переменные ми-
нимизации. Минимизируемый функционал 
(25) —

( ) ( ) ( , ).ctΨ ς = ψ ς + tω ς                 (28)

Таким образом, индексная задача рекон-
струкции ЭФ-ПФ второго варианта регуляри-
зации заключается в минимизации функцио-
нала (28) по переменным ς = (ω1, ..., ωp, K0) при 
условиях (18), скорректированных с учетом пе-
рехода к параметрам ω, и динамическим усло-
виям (26). Обе задачи реконструкции ЭФ-ПФ 
решаются в два этапа. На первом этапе стро-
ится функция Кобба — Дугласа, для которой ре-
грессионная система (17) линеаризуется ло-
гарифмированием. На втором этапе стро-
ится более содержательная функция ПЭЗ. При 
этом система (17) не линеаризуется, но хоро-
шее начальное приближение параметров ПЭЗ  
ω = (a, v′, ρ, µ) определяется по полученным 
оценкам параметров КД ω = (a, a, b) по форму-
лам (7) и (14), где ρ полагается малым числом. 

2.4. Изогеометрическая аппроксимация. 
Задачи МНК обычно рассматриваются в рам-
ках регрессионного анализа. При этом ошибки 
данных считаются случайными. Это предпо-
лагает знание функций распределений оши-
бок, причем они считаются независимыми и — 
обычно — нормально распределенными. Такие 
предпосылки позволяют вводить и вычислять 
статистические критерии качества регрессии, 
определяемой выбранными функциональ-
ными связями между переменными величи-
нами модели. В [18, 19] отмечается, что в зада-
чах построения ПФ и других экономико-мате-
матических моделей предпосылки регрессион-
ного анализа обычно не выполняются, так как 
экономическая динамика уникальна и не до-
пускает повторяемых экспериментов, на ос-
нове которых в других областях (техника, фи-
нансовые рынки) может быть выявлена стати-
стическая закономерность ошибок. Однако эти 
недостатки компенсируются содержательно-
стью развитых экономических моделей. В на-
шем случае теория ПФ представляет обосно-
ванный набор аналитических свойств этих 
функций — возрастание и квазивогнутость — 
и их содержательных характеристик: фактор-
ные эластичности, предельная норма замеще-
ния, эластичность замещения. Последние мо-
гут быть оценены независимо. Это позволяет 
рассматривать задачу реконструкции ЭФ-ПФ 
как задачу сглаживания возрастающей квази-
вогнутой функции (1), моделирующей изучае-
мый производственный объект и заданной не-
явно таблицей данных (15) и уравнением (16). 

Такая задача относится к классу изогеометри-
ческой аппроксимации функции, представ-
ленной таблицей ее приближенных значений. 
Под изогеометричностью аппроксимации по-
нимается выполнение заданных аналитиче-
ских, называемых также геометрическими, 
свойств. В нашем случае это свойства возрас-
тания и квазивогнутости. Они обеспечиваются 
классом функций. Главным критерием каче-
ства аппроксимации является оценка (19) ис-
комых параметров, и стабилизирующие функ-
ционалы (21) или (24) считаются вспомога-
тельными функционалами качества.

3. Реконструкция эффективных фондов 
и производственных функций малого 
предпринимательства Приволжского  
и Уральского федеральных округов

3.1. Объектами исследования далее яв-
ляются секторы ЮМП, то есть совокупно-
сти юридических лиц МП (без учета индиви-
дуальных предпринимателей) Приволжского 
и Уральского федеральных округов (ПФО и 
УрФО). Такой выбор обусловлен доступной 
статистической базой, содержащей регуляр-
ные данные о выпуске (обороте), инвестициях 
в производственный капитал и численности 
работников. Только юридические лица малого 
предпринимательства регулярно сдают отчет-
ность об этих показателях. Использованы дан-
ные Росстата о секторах ЮМП ПФО и УрФО 
за 2005–2014 гг. из статистических сборников 
Росстата, а также некоторые данные обо всей 
экономике этих регионов из [19], где по дан-
ным 2000–2012 гг. были оценены ЭФ и постро-
ены производственные функции экономик 
этих округов в целом. 

Население ПФО составляет примерно 30 
млн чел., и население УФО — около 12 млн 
чел. Структура экономик этих регионов суще-
ственно различается. В ПФО хорошо развиты 
сельское хозяйство и перерабатывающая про-
мышленность. В УФО сельское хозяйство в силу 
худших климатических условий развито слабо, 
но этот регион включает основные нефтегазо-
вые провинции России (Тюменская и Ханты-
Мансийская) и другие полезные ископаемые, 
что дает этому региону существенные преиму-
щества в настоящих условиях в виде природ-
ной ренты. Соответственно, валовой регио-
нальный продукт (ВРП) на указанном периоде 
был близок по значениям и в 2012 г. составлял 
7911 млрд руб. в ПФО и 7091 млрд руб. в УрФО.

В таблице 1 представлены исходные и при-
веденные к ценам 2005 г. данные по обороту 
предприятий ЮМП и инвестициям (млрд руб.) 
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в основной капитал, а также численности их 
работников. Обозначения исходных данных: Y St 
— оборот, i Gt — индекс величины ВРП 1 (% к пре-
дыдущему году), применяемый также к обо-
роту, I St — инвестиции, i It — индекс объема ин-
вестиций в основной капитал (% к предыду-
щему году); Lt — средняя численность работни-
ков (тыс. чел.). Данные, приведенные к ценам 
2005 г.: Yt — оборот и It — инвестиции.

Данные таблицы 1 показывают, что сектор 
ЮМП в ПФО существенно больше аналогич-
ного сектора в УрФО относительно показате-
лей оборота, инвестиций и работников. Так, 
в 2014 г. эти показатели (в ценах 2005 г., млрд 
руб.) были в ПФО соответственно 2136,1, 43,3 
и 2489,7 тыс. чел., и в УрФО 891,4, 964,3 и 964,3 
тыс. чел. Однако разделив эти показатели на 
численности населения округов, округлив их 
до 30 млн в ПФО и 12 млн в УрФО, получим ду-
шевые показатели соответственно: в ПФО обо-
рот 71,2 тыс. руб/чел., инвестиции 1,44 тыс. руб/
чел., занятых в ЮМП 8,3 %, и в УрФО (те же по-
казатели и размерности) 74,2, 1,73 и 8 %. Таким 
образом, структура исследуемых показателей в 
обоих регионах практически одинаковая.

Дальнейший анализ исходных данных по-
зволяет выявить различия относительно эф-
фективности секторов ЮМП в экономиках 
этих регионов. Для сравнения выберем 2012 г., 
представленный в [19]. В этом году ВРП ПФО 
составил в текущих ценах 7911 (млрд руб.) и 
в УФО — 7091 (млрд руб.). Близкие в обоих ре-
гионах значения ВРП при существенно мень-

1 ВРП определяется как валовая добавленная стоимость 
всех предприятий, исчисляемая путем исключения из сум-
марной валовой продукции объемов ее промежуточного 
потребления.

шем населении в УрФО объясняются в основ-
ном нефтегазовой рентой, получаемой УрФО. 
Численности всех работников были в ПФО 
14883 тыс. и в УрФО 6159 тыс. Обороты секто-
ров ЮМП составляли относительно ВРП в ПФО 
(4229/7911) 53 % и в УрФО (2154/7091) 30 %. 
При этом доли работников ЮМП от всех за-
нятых были в ПФО (2502/14883) 17 %, в УрФО 
(1007/6159) 16 %. Формально меньшая эффек-
тивность сектора ЮМП относительно ВРП в 
УрФО, видимо, объясняется отсутствием до-
ступа этого сектора к нефтегазовой ренте, за-
вышающей показатели выпуска крупных до-
бывающих секторов.

Статистические данные об основных фон-
дах ЮМП в документах Росстата отсутствуют, 
но эти фонды (по полной учетной стоимости), 
можно вычислить косвенно по данным по пол-
ному кругу организаций, по некоммерческим 
организациям и коммерческим организа-
циям (без субъектов МП), вычитая два послед-
них значения из первого. Такие данные и рас-
чет фондов ЮМП на 2005 г. представлены в та-
блице 2.

Полученные значения  ̂K0 «балансовых» фон-
дов ЮМП выглядят чрезмерно большими от-
носительно суммарных инвестиций за 2005–
2014 гг. (табл. 1) 355,2 млрд руб. в ПФО и 168,1 
млрд руб. в УрФО. Особенно учитывая то, что 
предшествующий период становления рыноч-
ной экономики характерен весьма низкими 
производственными инвестициями и уровнем 
жизни того слоя, из которого сложился класс 
организаторов малого предпринимательства. 

3.2. Задача реконструкции ЭФ-ПФ, пред-
ставленная в предыдущем разделе, решалась 
в двух вариантах регуляризации, описанных 

Таблица 1
Исходные и приведенные данные о ЮМП (в ценах 2005 г.)

Год
ПФО УФО

исходные приведенные исходные приведенные
Y St i Gt I St i It Lt Yt It Y St i Gt I St i It Lt Yt It

2005 1522,1 104,5 24,1 114,7 1664,6 1522,1 24,1 720,2 110,2 10,5 94,7 638,0 720,2 10,5
2006 1849,4 107,9 38,4 114,7 1843,2 1642,3 27,7 976,7 107,5 12,6 119,8 651,8 774,2 12,6
2007 2336,1 109,1 61,7 126,1 1992,9 1791,8 34,9 1263,5 105,5 21,1 121,0 710,0 816,8 15,3
2008 3067,5 105,2 124,3 107,9 2405,0 1885,0 37,6 1749,6 103,4 27,4 111,6 757,1 844,6 17,1
2009 2760,5 92,5 90,0 83,5 2305,6 1743,6 31,4 1717,3 92,0 21,3 89,6 887,2 777,0 15,3
2010 3070,8 105,5 111,7 108,1 2340,0 1839,5 34,0 1707,2 106,8 42,1 109,1 956,0 829,8 16,7
2011 3649,2 106,8 110,0 110,1 2441,1 1964,6 37,4 1984,4 104,6 22,3 114,2 1010,9 868,0 19,0
2012 4228,8 104,1 134,8 109,5 2502,6 2045,1 41,0 2154,1 101,5 26,3 106,4 1007,1 881,0 20,3
2013 4631,2 102,4 166,7 106,9 2481,5 2094,2 43,8 2324,9 102,2 26,5 101,4 1005,7 900,4 20,5
2014 4835,2 102,0 188,0 98,9 2489,7 2136,1 43,3 2269,5 99,0 31,6 101,3 964,3 891,4 20,8

Источники: Малое и среднее предпринимательство в России. М.: Росстат (сборники за 2006–2009 гг., 2010–2014 гг.); 
Российский статистический ежегодник. М.: Росстат, 2015; Регионы России. Социально-экономические показатели. М.: 
Росстат (за 2011, 2015 гг.).
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выше. Так как показатели основных фондов и 
коэффициенты их амортизации в секторе МП 
отсутствуют, то коэффициенты амортизации 
взяты постоянными из [19]: m = 0.055 (5,5 %) 
для ПФО и m = 0.075 (7,5 %) для УрФО, где они 
использовались для анализа региональных 
экономик в целом. Все расчеты реализованы с 
помощью системы компьютерной математики 
«Mathematica».

Результаты первого варианта, использую-
щего официальную оценку фондов ЮМП  K̂0 та-
блицы 2 в соотношениях (20)–(22), представ-
лены в таблице 3 для обоих регионов, функ-
ции Кобба — Дугласа (5) и нескольких значе-
ний параметра регуляризации t, имеющего 
смысл веса внешней оценки K̂0 в минимизиру-
емом функционале (22). Нулевое значение эла-
стичности a означает несущественность фак-
тора «капитал» для производства, что не соот-
ветствует реальности. Следовательно, оценки 
производственных фондов ЮМП данных ре-
гионов, вычисленные с учетом официальных 
оценок (табл. 2), не соответствуют понятию ЭФ 
и не должны использоваться для регуляриза-
ции задачи реконструкции ЭФ-ПФ. Этот вывод 
дополняет предыдущий вывод о низком каче-
стве официальных данных о фондах, получен-
ный простым анализом.

Второй вариант регуляризации использует 
экспертную информацию о темпе изменения 
фондовооруженности труда c, и заключается 
в минимизации нагруженного функционала 

Тихонова (25) при условиях (16) и (18). Здесь 
при переходе от функции Кобба — Дугласа (5) 
к ПЭЗ (6) неустойчивость относительно иско-
мых параметров повышается в связи с увели-
чением степени свободы. Вместо трех пара-
метров функции (5) w = (A, a, b) имеем в (6) 
4 параметра w = (A, v, ρ, µ). Вычислительные 
эксперименты выявили особую сложность ста-
билизации параметра ρ, определяющего эла-
стичность замещения труда капиталом s = 1/ 
/(1 + ρ). На данном этапе была решена серия та-
ких задач в индексной форме, то есть миними-
зации функционала (28) при фиксированных 
значениях ρ.

В таблице 4 представлены оценки величины 
начальных ЭФ  K̂0, параметров функций Кобба 
— Дугласа и ПЭЗ в абсолютной форме, МНК-
невязки ϕ(z) исходной задачи (19), и индекс-
ных невязок ψ(ς) и ω(ς, c) задачи минимиза-
ции (28), а также «экспертные» 1 значения тем-
пов изменения фондовооруженности труда c и 
параметра регуляризации τ. Параметры ρ, c, и τ 
выбраны путем подбора и соответствуют луч-
шим вариантам относительно главного кри-
терия ϕ(z) аппроксимации системы (17) в ин-
дексном варианте ψ(ς) и вспомогательного 
критерия ω(ς, c) выполнения экспертного усло-
вия (24) в индексной форме κT = c T l T.

1 Роль экспертов в данном исследовании выполняли 
авторы.

Таблица 2
Основные фонды организаций на конец 2005 г., млрд руб.

Регион
Тип организаций

По полному кругу Некоммерческие Коммерческие (без субъектов МП) ЮМП
ПФО 7 462.18 1 645,58 4 043,76 1 772,84
УрФО 7 936.0 839,01 6 263,95 833,01

Источник: Интерактивная витрина базы данных Федеральной службы государственной статистики, http://cbsd.gks.ru/ 
(дата обращения 1.08.2017).

Таблица 3
Результаты комплексной оценки параметров. Первый вариант

Регион Кобба 
— Дугласа

Оценки
t = 0 t = 0.0001 t = 0.001 t = 0.01 t = 0.1

ПФО 
m = 0.0055

K0 428.31 429.91 443.11 514.34 1772.84
A 0.733 0.694 0.43 0.014 7.621
a 0.967 0.975 1.037 1.483 0
b 0.248 0.249 0.258 0.325 0.713

ϕ(z) 30 818 30 819 30 833 31 468 69 296

УФО 
m = 0.0075

K0 91.23 92.12 99.81 833.01 833.01
A 235.6 231.99 201.17 167.6 167.6
a 0.264 0.267 0.294 2 × 10 -7 0
b 0 0 0 0.238 0.238

ϕ(z) 5 053 5 053 5 058 8 732 8 732
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Как видно, переход от производственной 
функции Кобба — Дугласа к функции ПЭЗ не 
улучшил существенно результаты аппрок-
симации статистических значений оборо-
тов Yt ЮМП обоих регионов, и оценки началь-
ных фондов  K̂0 изменились несущественно. 
Соответственно, варианты восстановленных 
ЭФ для обеих функций различаются также не-
существенно. Они представлены для более со-
держательной функции ПЭЗ в таблице 5 вме-
сте с соответствующими показателями фондо-
отдачи и фондовооруженности труда. Здесь нет 
неправдоподобного отличия оцененных стои- 
мостей (млрд руб.) начальных ЭФ 389,7 для 
ПФО и 130,6 для УрФО от суммарных инвести-
ций за 2005–2014 гг., равных 355,2 и 168,1 соот-

ветственно, в отличие от официальных показа-
телей таблицы 2.

Отметим, что примерно четырехкратное 
превышение абсолютным критерием ПФО 
ϕ(z) = 34 429 критерия УрФО ϕ(z) = 8 371 объяс-
няется примерно двукратным превышением 
соответствующих оборотов. Эта разница исче-
зает в значениях индексных критериев ψ(ς).

Восстановление стоимости ЭФ позволяет 
вычислить дифференциальные характери-
стики производства, приведенные в первом 
разделе: предельные эффективности факто-
ров, эластичности факторные (2) и производ-
ства μ, равную сумме последних, предельная 
норма замещения (3), эластичность замещения 
(4). Они представлены в таблице 6.

Таблица 4
Результаты комплексной оценки параметров. Второй вариант

ПФО: c = 0.98, τ = 1 УФО: c = 0.96, τ = 1
Кобба — Дугласа ПЭЗ Кобба — Дугласа ПЭЗ 

K̂0 388.7 K̂0 389.7 K̂0 131.1 K̂0 130.6
A 1.596 A 1.516 A 59.171 A 60.7
a 0.721 v 0.637 a 0.401 v 0.838
b 0.349 m 1.073 b 0.094 m 0.493

ϕ(z) 34429 ρ 0.01 ϕ(z) 8 371 ρ -0.01
ψ(ς) 0.01486 ψ(ς) 0.01485 ψ(ς) 0.01614 ψ(ς) 0.01612
ω(ς, c) 5.4 × 10 -6 ω(ς, c) 4.2 × 10 -6 ω(ς, c) 0.002 ω(ς, c) 0.002

Таблица 5
Эффективные фонды, фондоотдача, производительность труда и фондовооруженность 

Год
ПФО УФО

Kt Yt /Kt Yt /Lt Kt /Lt Kt Yt /Kt Yt /Lt Kt /Lt

2005 389.7 4.00 0.94 0.234 130.6 5.87 1.20 0.205
2006 392.3 4.14 0.88 0.213 131.3 5.86 1.18 0.201
2007 398.5 4.24 0.85 0.200 134.0 5.83 1.10 0.189
2008 411.4 4.49 0.77 0.171 139.3 5.73 1.05 0.184
2009 426.4 4.38 0.81 0.185 145.9 5.66 0.93 0.164
2010 434.4 4.38 0.81 0.186 150.3 5.60 0.88 0.157
2011 444.5 4.42 0.80 0.182 155.7 5.51 0.85 0.154
2012 457.4 4.42 0.81 0.183 163.0 5.35 0.87 0.162
2013 473.3 4.36 0.83 0.191 171.1 5.20 0.88 0.170
2014 491.0 4.33 0.85 0.197 178.8 5.05 0.94 0.185

2014/2005 1.26 1.08 0.91 0.843 1.37 0.86 0.78 0.906

Таблица 6
Характеристики производства

ПФО: c = 0.98 УрФО: c = 0.96 

Хар-ки
Кобба — Дугласа ПЭЗ

Хар-ки
Кобба — Дугласа ПЭЗ

2005 2014 2005 2014 2005 2014 2005 2014
SLK 0.113 0.095 0.115 0.095 SLK 0.048 0.044 0.046 0.042
εK 0.721 0.719 0.723 εK 0.401 0.401 0.400
εL 0.349 0.354 0.350 εL 0.094 0.091 0.092
m 1.07 1.073 m 0.495 0.492
s 1 0.909 s 1 1.111
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4. Обсуждение результатов
Регионы ПФО и УрФО, выбранные для де-

монстрации метода ЭФ-ПФ, исследовались ра-
нее [19] этим методом относительно всей эко-
номики, и исследование секторов ЮМП до-
полняет их общий анализ. В таблицах 4, 5 и 6, 
представлены лучшие (из рассмотренных ва-
риантов) результаты моделирования секторов 
ЮМП с целью анализа процесса формирования 
ЭФ как освоения и рационального использова-
ния инвестиций на периоде 2005–2014 гг. и по-
строения соответствующих производственных 
функций. Ввиду ухудшения обусловленности 
задачи ЭФ-ПФ, неизбежного при усложнении 
стандартной задачи построения ПФ, исходная 
задача была доопределена с привлечением до-
полнительной информации об искомом реше-
нии. Было исследовано два варианта регуляри-
зации, основанных на условной «экспертной» 
информации: о «балансовых фондах» объек-
тов, и о темпах изменения фондовооруженно-
сти труда в данных секторах производства. 

Первый вариант выявил несоответствие 
официальных оценок балансовых фондов в 
обоих округах принципу рациональности ис-
пользования факторов. Второй вариант регу-
ляризации, представляемый таблицами 4, 5 и 
6, основан на экспертной оценке темпа изме-
нения фондовооруженности труда. Эти темпы 
равны c = 0.98 для ПФО и c = 0.96 для УрФО, то 
есть в обоих регионах предполагалось сниже-
ние фондовооруженности за 9 лет масштабом 
c T, то есть (0.98)9 = 0.83 для ПФО и (0.96)9 = 0.69 
для УрФО, что соответствует экстенсивному 
развитию секторов ЮМП. Оцененные значе-
ния этих отношений, представленные в та-
блице 5, получились соответственно для ПФО 
0.843, и для УрФО 0.906. Для уточнения сте-
пени расхождения предсказания величины c T 
и тенденции изменения фондовооруженности 
можно построить линейные регрессии оценен-
ных фондовооруженностей таблицы 5.

Дифференциальные характеристики та-
блицы 6 вычислены для функций Кобба — 
Дугласа и ПЭЗ, представленных в таблице 4. 
Функция ПЭЗ уточняет факторные эластично-
сти (εK, εL) в зависимости от произвольных фак-
торов производства (K, L), а также позволяет 
получить нетривиальную (отличную от еди-
ницы) оценку эластичности замещения s = 1 / 
/ (1 + ρ). Факторные эластичности на 2014 год 
εK = 0.723 и εL = 0.350 для ПФО и εK = 0.400 и 
εL = 0.092 для УрФО показывают превосходство 
ПФО над УрФО относительно перспектив раз-
вития отрасли МП по обоим направлениям: ин-
тенсификации за счет накопления производ-

ственных фондов и расширения за счет увели-
чения работников. При этом эластичность про-
изводства ЮМП ПФО μ = 1.073 демонстрирует 
возрастающую отдачу от масштаба, и для УрФО 
эластичность μ = 0.492 демонстрирует убываю-
щую отдачу.

Полученные значения факторных эластич-
ностей капитала и труда не соответствуют 
«стандартным» значениям εK = 0.3 и εL = 0.7, ти-
пичным, как отмечено в разделе 2.2, для наци-
ональных экономик развитых стран последних 
десятилетий. Однако малое предприниматель-
ство России как сектор национальной эконо-
мики имеет характеристики, существенно от-
личающиеся от характеристик МП экономики 
развитых стран, эволюционирующие многие 
десятилетия, насыщенные современным до-
рогостоящим оборудованием и высококвали-
фицированными кадрами рабочих, инжене-
ров и управленцев. В МП России используются 
обычно устаревшее оборудование и простые 
трудозатратные технологии, что и определяет 
существенное превышение эластичности вы-
пуска относительно капитала, критичного для 
МП, над эластичностью относительно труда.

В целом можно утверждать, что малое пред-
принимательство, охватывающее микро- и ма-
лые предприятия (без индивидуальных пред-
принимателей) существенно лучше развито в 
ПФО и имеет там лучшие перспективы роста.

5. Заключение

Данная работа представляет развитие и 
практическую демонстрацию универсального 
метода оценки эффективных производствен-
ных фондов с построением производствен-
ных функций макроэкономических объек-
тов нового типа — малого предприниматель-
ства региона. Специфичность данных объ-
ектов состоит в том, что производственные 
фонды, используемые для выпуска товарной 
продукции, в малом предпринимательстве не 
имеют четкого определения и не являются по-
казателем регулярной отчетности и контроля. 
Изложенный и апробированный метод оценки 
ЭФ дает возможность оценивать стоимость 
производственных фондов важного сектора 
новой экономики, недоступную для прямого 
учета в официальной статистике. Других мето-
дов объективного и регулярного решения дан-
ной проблемы пока не существует.

Модель формирования ЭФ имеет потенциал 
развития за счет привлечения более гибких ПФ, 
а также повышения качества экспертной ин-
формации, привлекаемой для уточнения важ-
ных параметров модели. Использование бо-
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лее гибких ПФ позволит, при развитии вычис-
лительных методов для усложняющихся задач 
идентификации, уточнять содержательные ха-
рактеристики производства. Для этого предпо-
лагается использовать положительно однород-
ные функции с переменной эластичностью за-
мещения капитала трудом, давно привлекаю-
щие внимание зарубежных специалистов [25]. 
Первым обобщением использованной в нашем 
исследовании функции ПЭЗ является функ-
ция Реванкара [26] с линейной зависимостью 
эластичности замещения от фондовооружен-
ности. В недавней статье [27] представлен об-
щий класс линейно однородных вогнутых ПФ, 

а также его обобщение на класс положительно 
однородных квазивогнутых функций, что су-
щественно расширяет возможности метода ПФ 
в общем и в контексте рассмотренной здесь 
проблемы оценки эффективных фондов.

Повышение качества экспертной информа-
ции требует привлечения компетентных спе-
циалистов-аналитиков статистических служб и 
региональных администраций, имеющих опыт 
практического использования экономико-ма-
тематических методов, как известных из учеб-
ников, так и предлагаемых академической и 
университетской наукой.
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